|| metodo del “Piani di Taglio”
(Cutting Planes M ethod)

E’ un metodo di soluzione dei problemi (IP) di tipo generale.

L’ ideadi base:
Se la soluzione di (RL) non € intera allora la soluzione ottima
intera e interna al poliedro P.
S aggiungono vincoli a P cercando di “restringerlo”, in
particolare eliminando solamente parti di P che non contengono
soluzioni intere.
Si risolve una sequenzadi problemi rilassati sempre piu vincolati.

Sa
-
IP) max Xg=cC' X .
19 s P={xl Z™Ax=Db,x3 Q}
Ax=b »
x1 zN X" lasoluzione ottimadi (IP)

Il primo problema considerato e il problema (RL) ottenuto
rilassando (IP)

T

(RL) maxxo=c'x Po:{xT RMAx=bx? Q}
Ax=b P
xT RY x" lasoluzione ottimadi (RL)
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Si puo costruire una sequenza di poliedri, detta sequenza di Gomory,
tale che;

La sequenza e costruita aggiungendo via via a P, un insieme di
vincoli detti tagli.

Definizione.
Una disuguaglianza alx3 ap e un taglio per un poliedro P
associato a (RL) di un problema (IP) se, detta x° la soluzione
ottimanon interadel (RL), sl ha

1) aly3a "y soluzione anmissibile di (IP)
(ladisuguaglianza s dice valida);

2) a'x°<ag (non & soddisfatta da x° )

Il metodo dei piani di taglio determina la soluzione ottima intera

introducendo un numero finito di tagli.
Ogni taglio separa la soluzione non intera del (RL) corrente dalle

soluzioni ammissibili per (1P).
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|| taglio di Gomory (Taglio Frazionario)

Supponiamo di avere determinato la soluzione ottima di un (RL) di
(IP). Le m variabili in base possono essere espresse COMe:

Xg; =Yio- a YijXj i=L..m (1)

N

IR

dove R el’insieme degli indici delle variabili fuori base.
La soluzione corrispondente e quindi:

Xg; =Yio i=1L...m xj=0  "jIR
Supponiamo che non tutti | Yy, slano interi. Scegliamo una
componente della base con valore non intero e cerchiamo di definire
le condizioni che devono essere rispettate perche essa sia invece

intera.

Siai lacomponente non intera. Allora

yio =&io0+fio O<fip<l
yij = @/|10+f” O£f” <]

dove gaj rappresentail piu grande intero che non supera a.
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Si puo riscrivere il primo membro dellai-esima equazione (1)

Yio = XB; +_§Ré>'ij0xj+ a fijxj3 xg; + & gyij{x;

ji iR iR
—_—
30
coe  xg *+ & @Vij(Xj £ Yio=8&io0™fio
iR
(*)

Poiche si vuole imporre che Xp; siaintero, (*) risultaintero.
Maallorase (*) eintero non puo essere superiorea &Yioll
poiche f,,<1.
Quindi

xg; + 4 @ij(Xj £ &iol

JIIR

Cambiando segno alla disuguaglianza e sostituendo Xp; dallai-esma
equazione (1)
Té’lRéyij X ® - &iol

- -

Jl Jl

a @yijixj+ a fijxj- &iol- fio-
R R J

guindi semplificando, s ottiene il taglio di Gomory (taglio frazionario)

a fijxj* fig
iR
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6. Teorema
Per ogni componente i non intera della soluzione di un (RL) la
disequazione
a fijxj2 fip (2
TR
e un taglio rispetto al poliedro P.

Dim. Dimostriamo che (2) e soddisfatta da ogni soluzione
ammissibiledi (I1P).
Supponiamo per assurdo che esista una soluzione w ammissibile per

(IP) tale che .
a fijo <fio #)

~

JI R

Poiche w e ammissibile ogni sua componente soddisfail sistema

Ax=Bxg+NxN =D

in particolare la componente w; soddisfal’i-esima equazione

a @yij(wi- a fijw;
| R R

Wi =VYio- a YijWj=&ioltfio- |
j

IR |

poichew eintero fijp- & fjjw;=b deveessereintero, e poiche

iR

fij>0ew;30 P b<fijg<l alorab intero e negativo o nullo

bEOP -b2 0P & fjjw;3 fig  checontraddicel’ipotesi (#).

N

JIIR
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Dimostriamo che (2) non é soddisfatta dalla soluzione di base non
intera x° dacui la disequazione (2) e stata generata ((2) separa x° dal
nuovo poliedro ottenuto aggiungendo (2) al poliedro di (RL)).

Sa x° la componente i-esma frazionaria della soluzione,
verifichiamo che x° soddisfa

a fijxj <fio *)
iR
Poiche la componente i-esima della soluzione di base € frazionaria
S ha
Xj >0P X =gjo0+fip>0P fijg>0
e sostituendo la soluzione in (*) s ottiene

x{=0 "jl R b 0<fjg

quindi x° soddisfala (*). |
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Un esempio

maxXg =2X1+ X2 maxXg =2X1+ X2
X1+ Xo0£5 (1) X1+ Xo+X3 =5
- X1t X2£0 (2 I:) - X1t Xp+ X4 =0
6X1+2x2 £21 (3) 6X1 +2Xo + X5 =21
X1,X23 0 X1,X2,X3,X4,X53 0
X1,X2 1 Z X1,Xo 1 Z

Costruiamo un taglio dalla secondariga del tableau ottimo di (RL)

X3 X4 Xg X1 X2
Xxp| Y2 0 14 0 0314

Xo| 32 0 -24 0 1| 9/4
X4 -2 1 12 0 0] 12
X1|-%2 0 VY4 1 0]11/4
§:1+}
2 2
. S 1 3 . . 1
| coefficientt - =-=-1+> il taglio =Xa+—Xxg3 =
4 4 ag 3 5 1
g:2+}
4 4
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. ®
(2)
3
(11/4, 9/4)
'y
2
(1)
1 :
(fractional cut)
0 X
0 1 2 3 4
. . 1 3 1
sostituendo X, ed X, in  =Xa+—Xg3 =
1 2 2 3 A 5 A
S ottiene oX1 +2Xp £18

che non e soddisfatta dal punto (11/4, 9/4)

|P-147



|l Metodo del Branch-and-Bound

E’ una strategia di esplorazione dello spazio delle soluzioni basata
su I’ enumerazione implicita delle soluzioni:

Il metodo esamina sottinsiemi disgiunti di soluzioni (branching) e li
valuta sulla base di una stima della funzione obiettivo (bounding),
eliminando quegli insiemi di soluzioni che non contengono la
soluzione ottima.

L’ esplorazione viene effettuata risolvendo una sequenza di (RL)
associati a sottinsiemi disgiunti di soluzioni.

Consideriamo il problema a numeri interi

(IP) max Xg = ng
Ax=b
x1 zY

s risolveil (RL) associato, determinando x°.

Scelta X? una componente non intera della soluzione, la regione di
ammissibilitadel (RL) costituita dal poliedro

P'={xT R™Ax=b,x3 Q}

puo essere partizionata in due regioni disgiunte, dando luogo a due
nuovi problemi rilassati ottenuti aggiungendo a P rispettivamente uno
trai due seguenti vincoli.

a0 O
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In questo modo s separa il problema originale in due problemi
disgiunti. Quindi s considerano i nuovi due problemi iterando il
procedimento.

L’ esplorazione dello spazio delle soluzioni effettuato dal metodo del
Branch-and-Bound s pu0 rappresentare per mezzo di un abero
(“enumeration tree”).

Ad ogni nodo e associato un (RL)

nodo O P (RL) associato al (IP) originale

Si procede risolvendo gli (RL) associati ai nuovi nodi 1 e 2. Se la
soluzione non e intera s ramifica (branching) ulteriormente
I’ albero. Perché |’ esplorazione non sia totale, il branching deve

essere fermato quando:
* il (RL) associato ad un nodo non ammette soluzione;

» lasoluzionedi (RL) associato a nodo € intera;
» la soluzione di (RL) associato a nodo non e intera, ma e
possibile stabilire che I’ esplorazione della porzione di albero a
di sotto del nodo non conduce alla soluzione ottima (bounding).
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Bounding: il principio base
Supponiamo di aver trovato una soluzione intera per (1P) risolvendo il
(RL) associato al nodo 3.

soluzione xn = x4
intera @ 070

X0=X3

Il valore dell’obiettivo Xo = x% rappresenta la miglior soluzione
corrente. Poiche stiamo massimizzando, € il limite inferiore (lower
bound) corrente per lasoluzione di (IP).

Quando s ramifica un nodo, il valore dell’ obiettivo associato ai nodi
successori non puo essere migliore dell’ obiettivo associato al nodo
padre, poiche i (RL) dei nodi successori sono piu vincolati del (RL)
del nodo padre.

|l valore dell’ obiettivo associato ad un nodo il cui (RL) ha soluzione
non intera rappresenta quindi il limite superiore (upper bound) rispetto
gualsias soluzione determinabile ramificando tale nodo.

Quindi se, ad esempio, X(2) £X8 non ha piu senso esplorare I’ albero
sotto il nodo 2 poiche le soluzioni associate a suoi hodi non PoOsSsono
migliorare la soluzione intera corrente.
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In generale, dati:

e il (RL)! associato ad un nodo i (dove Aix=b' & I'insieme dei vincoli
originali piui vincoli viaviaaggiunti ad ogni branching)

(RL)i maX Xqg = (_:T>_<

« x'o, la migliore soluzione intera sino ad ora trovata esplorando
I’ albero

X, lasoluzione noninteradi (RL)

c"xP £cTx!P | poiche & noto che ¢ xM £cTx!P

dove xint & soluzione ottima intera di
(IP)i max Xg = c'x
Ai X = Di
x1 z1

alora ne consegue che cTxM £cTxUP g cTxIP
Quindi la migliore soluzione intera contenuta in
P ={>_<T RMAx =D x3 Q}

non potramai essere migliore della soluzione intera corrente x!b,

IP-151



nodo “pruned”

o A A w4 A
Xf£e>(fu ngexfu+1
~06 (6,5
(6) x0=8 68D
Soluzione p o — -

Ottima Intera - 5
X0 = X0
53,3
(Xp® Xp)

| nodi che non vengono tagliati (pruned) sono detti nodi attivi e
vengono esplorati.
L’ esplorazione termina quando non c¢i sono piu nodi attivi.
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L’ algoritmo del Branch-and-Bound

1. Inizializzazione
Sia(0) il nodo attivo e P, il poliedro associato al (RL).
Sia AP =y Il valore corrente dell’ obiettivo (lower bound), e
20 =¥ il vdloreiniziale dell’ obiettivo del nodo (0) (upper bound
di (0)).

2. Branching
Se non esiste un nodo attivo andare a passo 7, altrimenti scegliere
il nodo attivo (j).
Seil (RL) di (j) e stato risolto andare al passo 3, atrimenti al 4.

3. Separazione
Scegliere unavariabile frazionaria di base Xp; :y:o e

partizionare P, in
Pi C{KXBi £éyi100} Pi (;{x:xBi 3 éyi100+1}

creando due nuovi nodi con lo stesso upper bound del nodo j.
Va aZ2.
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. Soluzionedi (RL)
Risolvereil (RL) associato a(j). Se non esiste soluzione tagliare il

nodo (il nodo non € piu attivo) ed andare a 2.

Se esiste soluzione ottima X' porre 2! = Xé ed andare a passo 5.

. Pruning per integrita

Se >_<j non e interaandare a passo 6. Altrimenti tagliare il nodo (j)
e porre 7P = max{ ZIb,Zj}. Seil lower bound viene aggiornato, la
nuova soluzione corrente € quella associata a nodo (j).

Andare al passo 6.

. Pruning per bound
Tagliare ogni nodo attivo (k) tale che 24 £7P
Andare al passo 2.

. Terminazione
L’ algoritmo termina.

SezP=-¥ alora (IP) non anmette soluzione.

I ) . b . )
Sez b3 _y |la soluzione corrente associataa Z ~ e ottima.
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Osservazioni sull’algoritmo di Branch-and-Bound

* La convergenza in un numero finito di pass e garantita se il
problema ha soluzioni ottime finite.

» Le prestazioni dell’ algoritmo sono influenzate dalle diverse politiche
di sceltadel nodo daramificare al passo 3.
Due strategie limite;
» Depth First (esplorazione in profondita):

se il nodo corrente non e tagliato generare i due nodi figli e
proseguire ad esplorare uno di al livello successivo.

df@%

» Breadth First (esplorazione in ampiezza):

s esplorano tutti i nodi alo stesso livello primadi passare d
livello successivo.

dg\jj@%

Lastrategia depth first richiede minor occupazione di memoria della
breadth first ma puo richiedere maggior tempo
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Un esempio (grafico)
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