Esempi di Problemi di Programmazione Lineare

Esempio 1. Soluzione con I’ agoritmo del simplesso dell’ esempio in
forma standard

max Xg = 2X1 + X2

X1+ X2 +X3 =5
- X1+ Xo +X4 =0
6x1 + 2X2o +Xg =21

X13 0X23 0X33 0X43 0X53 0

|| problema puo essere inizializzato usando le variabili di slack.

G)(Sl\;l e5l:|
X =4u=207  elabaseiniziale (degenere)
exsg &21g
Il tableau iniziale entrante
X3 X4 X5 |X1] X2
xol 0 0 0C2-1] 0
x| 1 .0 0 1 1} 5 91
x4 0 1 0 -1 1| 0f -
uscente/| Xs/| O O 1 [6] 2|21 2]/6@

]

il Pivot

12 iterazione: x, entrain base X esce dalla base
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|l tableau dopo la 12 iterazione. NUOVO

valore
il Pivot entrante  objettivo
X3 X4 X5 XX X2 /
Xo| 0 0 Y3 0\Y3 |7
uscente||[X3|| 1 0 -1/6 0 2/3] 32| 32:32=9/4(=225)
X4 0 1 16 0 4/3|7/2|7/2x34=218(=2,62)
x| 0 0 16 1 1/3|7/2|7/2x83=21/2(=10,5

22 [terazione: X, entrain base X, esce dalla base

|l tableau dopo la 22 iterazione. valore ottimo

ohiettivo

coeff. non negativi

/
X3 Xg X5 X1 X2 é

Xo|[YV2 0 /4 0 0]|[374
2 -4 0 1|[94 .
base X2 | ¥ 0 -¥ / soluzione
otima | X4 | -2 1 Y2 0 01 Y21 qimg
x¢|-Y2 0 Y4 1 0|1y4

Il tableau € ottimo!
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Esempio 2: L’ azienda che produce vernici.

max Z = 3Xg + 2X|
XE+2X| £6
2Xg + X| £8
-Xg+ X £1
X| £2
X2 0 x%0
max Z = 3Xg + 2X|
XE+2X1+9
2XE + X| +So
"Xt X +S3
X

Deve essere trasformato
in forma standard.

= Forma standard:
= n=6, m=4

+S4:2

X3 0,X12 0,53 0,5°20,53%30,5430

|| problema puo essere inizializzato usando le variabili di slack.

ésiu ébu
&, U &gl
xg = €20= €7
észu €l
& U &
€Sl &u

Labaseiniziae
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|l tableau iniziale

entrante
XE| X| 81 2 S3 %4
z|¢c3)-2 0 0 0 00
iIPiVOt\{ 1 2.1 0 0 06| 61
uscente[22]2] 1 0 1 0 08/ @2
s3/-1 1.0 0 1 01| -
4/ 0 1.0 0 0 12| -
12 iterazione: x¢ entrain base s, esce dalla base
|| tableau dopo la 12 iterazione.
Il Pivot  entrante
XE\ X1 9 SO S3 X4
z| 012 0 32 0 0|12
uscente | [st]l 0 Y32 1 -12 0 0| 2| 2x/3£4/3)
xe| 1 12 0 12 0 0| 4| 4x=8
s31 0 32 0 12 1 0| 5| 5¢/3=103
s41 O 1 0 O 0 1] 2| 2

22 [terazione: X, entrain base s, esce dalla base
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|| tableau dopo la 22 iterazione.

valore ottimo

coeff. non negativi obiettivo
XE X 31 S S3 94 j
z[ [0 0 73 43 0 0]|383
x| 0 1 2/3 -3 0 O0f 43
bese |xg | 1 0 -3 2/3 0 0]10/3 soluzione
ottima s3] 0 0O -1 1 1 0 4| ottima
2, 0 0 -23 13 0 1| 2/3

Il tableau € ottimo!
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Esempio 3: Soluzioneillimitata.

Un problema molto semplice: max Xg = X1
X1+ X931
X13 0 X2 30

In formastandard max Xg = Xq
X1+ Xo- X3:1
X13 0 X23 OX33 0

X2A
2 —4—
X Laregione di anmissibilita X € aperta
1 3\
—>
N 1 X
1 2 1

|l problema han=3, m=1

Adottiamo il punto (1,0) come soluzione di base iniziale.

N
) S e

s

xg =[x1] =[1] XN

w
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Costruendo il tableau iniziale s nota che |'obiettivo deve essere
espresso in funzione delle variabili fuori base (si deve eliminare x,).

le variabili in base
devono avere coeff.
nullo nell’ obiettivo \

|| tableau iniziale si ricava eliminando x, dallariga dell’ obiettivo.

| — oraancheil valore
X1 X2 | X3)| | - dell'obiettivo e corretto
Xg| 0 1]-1
x1| 1 1]-1

el

lavariabile x; entrain base
senzamal violareil vincolo.

Lasoluzione ottima e all’ infinito.
Aumentando X, ci st muove lungo I" asse X, (direzione estrema).

X2 funz. obiettivo
A - >
2 —_——
X EEnm
1 N
>
X
1 2 1
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Quante sono le possibili direzioni estreme di un poliedro X?

édp U
Ad=0pb [BIN]Z Bi=0b Bdg+Ndy =0
[ | ]SQNH

b dg =- B Ndy

quindi & possibile fissare arbitrariamente d y e calcolare una
direzione estrema come

Ou 1

el

é u ) é. g 15.U
dy =ej = é&lij- esimo ¢;1 R™™ b d=é& = i

é.d e & @

e U

&0y

dove a; elaj-esmacolonnadi N.

Per ogni matrice B possono essere scelti n-m vettori @j distinti.
Quindi il numero massimo di possibili direzioni estreme e

ano

(0 M
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Nell’esempio |’ asse di X, corrisponde a

é_ B_lau ,,\ - ~ - .
g:e __Jl;l:g 0 H:ég (j:2)
6 %l U g 1§ alg
Si puo verificare che
el
Ad=0p [1 1 -2§R0.=1-1=0  (n=3m=1)
elg

La possibilita di avere soluzioni ottime finite € regolata dal
seguente teorema

6. Teorema

Dato il problemadi PL max Xg =c'x
Ax=D
x30

siano d;, j=1,...,D ledirezioni estreme del poliedro X non vuoto
del vincoli.

Condizione necessaria e sufficiente perche esista soluzione
ottimafinitaée

c'd;£0 "j=1..,D

in tal caso I’ ottimo coincide con un punto estremo di X.
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Esempio 4: Inizializzazione con il “ Two-phases method” .

min Xg = 4x1 + X2

3X1 + X0 = 3
4X1 + 3X2 36
X1+ 2Xo£4
X13 O,X23 0
in forma standard max Xg =-4X1 - X2
3X1 + X2 =3
4X1 + 3X2 - X3 =6

X1+ 2Xo +X4 =4
X13 O,X23 O,X33 0,X43 0

| Fase (Definizione e soluzione del problema ausiliario)

minz=y;+y», P maxz=-y;-Yy>
X1+ X2 tyr =
4Xq + 33X - X3 +yo =6
X1+ 2Xo +Xy4 =

X713 0,X23 0,X3% 0,X420,y130,y23 0
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s devono eliminarele

X1 Xo X3:Xq Y1 Y2 | |—var. dibaseddlariga
2l 0 0 0 01 1lo0| dellobietivo
yi| 3 1 0 0 1 0|3
yo| 4 3 -1 0 0 1|6
X4/ 1 2 0 1 0 04

|l tableau iniziale

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2
z|-7 -4 1 0 0 0]-9
yi| 3 1 0 0 1 0| 3
yo| 4 3 -1. 0 0 1| 6
X/ 1 2 0 1 0 0| 4

|| tableau finale

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2
zl 0 0 0 0 1 1] 0

xi](1 0 15 0] 35 -15|(35
X2l 0 1 - 3/5? 0 - 4/5 3/5 6/5
X4)|{ O O 1 1

\\ 1/

con questi valori puo essereinizializzato il tableau del problema originae
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|| Fase (Inizializzazione e soluzione del problema originale)

s devono eliminarele

var. di base dallariga ™ X1 X2 o X3 X4

dell’ obiettivo X0 ’f:4 11 0 o| 0o
x1, 1 0 15 0]35
Xxo | 0 1 -35 0|6/5
x4/ 0 0 1 1] 1

|| tableau iniziale del problema originale

X1 X2 . X3 X4
Xo| 0 0 -15 0f-18/5

x1|] 1 0 15 0| 35
Xo| 0 1 -35 0| 65
x4/ 0 0 1 1 1
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